Matematika A2a - Vektorfiiggvények elméleti kérdései

(miszaki menedzser szak, 2018. tavasz)

Els6 tipusi improprius integral: Végtelen tartomanyon korlatos fiiggvény

Legyen f integrdlhaté minden 8 > a esetén az [a,[]-n. Ha a lim f(x)dx hatarérték létezik
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és véges, akkor azt mondjuk, hogy az f fliggvény impropius integralja létezik, és / f(z)dz =
a

B
lim / f(x)dx.
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Masodik tipusd improprius integral: Véges tartomanyon nem korlatos fiiggvény
Legyen f integralhaté [«,b]-n minden a € (a,b) esetén, és f nem korlatos az [a,b]-n Ha létezik és

b b b
véges a allgh/a f(z) dx hatarérték, akkor /a flx)dx = ali»I}zl+/a f(x)dz

Skalaris szorzat

Az a és a b vektorok skalaris szorzata az |a||b| cos ¢ szdm, ahol ¢ jeloli az dltaluk bezart szoget. Ha az
a koordindtai (a1, as, as), mig a b koordinédtai (b1, ba, bs), akkor a skaldris szorzatuk a;by + asbs + asbs.
Jelolés: ab, a - b vagy (a,b).

Vektorialis szorzat

Az a, b haromdimenzids vektorok vektorialis szorzata az a ¢ vektor, melyre a kovetkezok teljesiilnek:
1. |c| = |a]|b|sin ¢, ahol ¢ jeldli az a és a b altal bezdrt szoget;
2. ¢ merdleges az a-ra és a b-re;
3. az a, b, ¢ vektorok jobbrendszert alkotnak.

Jelolése: a x b.

Ha az a = (al, an, CL3) és b= (bl, b2, b3), akkor a x b = (a2b3 — CL3bQ,CL3b1 — albg, albg — CLle).

Vegyes szorzat

Az a, b, c hdromdimenziés vektorok vegyes szorzata az (a x b)c (vektoriélis, majd skaldris) szorzat.
Jelolés: abc.

Geometriai jelentése: az a, b, ¢ vektorok altal kifeszitett paralelepipedon elGjeles térfogata.

Sik Hesse-féle normalegyenlete
Az n = (a, b, ¢) normélvektoru sik Hesse-féle normalegyenlete:

ar +by+cz—d
Vva? +b% + 2

Pont és sik tavolsaga
A P(x0,y0, 20) pont tavolsidga az ax + by + cz = d egyenletii siktdl:

axog +byo +czo —d

Va? +b? + ¢?

Egyenes paraméteres megadéasa
Az v = (a, b, c) irdanyvektori P(xo, yo, z0) ponton atmend egyenes paraméteres egyenlete

{P+ Xv = (29 + Aa,yp + Ab, 2o + \c) | A € R}.

Egyenes egyenletrendszere a térben
Az (a,b, c) irdnyvektori P(xg,yo, 20) ponton dtmend egyenes egyenletrendszere
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Linearis Osszefiiggdség
A vi,...,vi n dimenzids vektorok linedrisan Osszefliggenek, ha vannak olyan Aq, ..., Ar szamok gy,
hogy A1 -vi+- -+ Ag-vp=0¢és a \j,..., \; szdmok nem mindegyike 0.

Linearis fuggetlenség

A vy,...,vp n dimenziés vektorok linedrisan fliggetlenek, ha a Ay -vi+---+ Ap - vi = 0 egyenlOségbol
kovetkezik, hogy A\ = --- = A\ = 0.
Altér

Az R"™ tér egy V részhalmaza altér, ha teljesiil a kovetkezd két feltétel: vi, vy € V esetén vi +vo € V
ésveV leResetén \zveV.

Matix rangja

Egy métrix rangja a benne taldlhaté linedrisan fiiggetlen oszlopvektorok maximélis szama. Fz ugyan-
annyi, mint a benne taldlhaté linearisan fliggetlen sorvektorok maximaélis szdma. A legnagyobb méretii
nemnulla aldeterminans mérete szintén a matrix rangjaval egyezik meg.

Linearis egyenletrendszerek megoldasanak matrixrangos vizsgalata

Az Ax = b egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg (ahol A m X n-es matrix, x € R”, b € R™),
ha az egyenletrendszer matrixdnak és a kib6vitett matrixnak a rangja megegyezik (r(A) = r(A|b)).
A linedris egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg egyértelmiien, ha az egyenletrendszer mat-
rixdnak és a kibOvitett matrixnak a rangja egymassal és az ismeretlenek szamaval is megyegyezik
(r(A) = r(Alb) = n).

Ha r(A) = r(Alb) < n, akkor n — r(A) valtoz6 tetszblegesen megvalaszthatéd (szabad paraméter).
Kifejtési tétel

Az n x n-es A matrix determindnsat kiszamithatjuk a kovetkez6 formuldk segitségével (sor, illetve
oszlop szerinti kifejtés):

n

det(A) = Z(_l)i+jaijf4i,ja
J=1

det(A) = Z(_l)i+jaij14i,ja
=1

ahol A; ; jeloli az A métrix i-edik sordnak és j-edik oszlopanak elhagydsaval kapott (n—1) x (n—1)-es
matrix determinansat.

Inverz matrix

A négyzetes A matrix inverze az a A~ '-gyel jelolt matrix, melyre AA™! = E,, és A~'A = E,,.
Inverz matrix 1étezésének feltétele

A négyzetes A matrixnak pontosan akkor 1étezik inverze, ha a determindnsa nem 0.

Inverz matrix kiszamitasa
Ha az n x n-es A méatrix invertalhatd, akkor az inverzének i-edik soranak j-edik eleme:

(A™Niy = (1) Aji/det(A),

ahol A;; jeloli az A matrix j-edik sordnak és i-edik oszlopanak elhagyéasaval kapott (n—1) x (n—1)-es
matrix determinansat.
Az inverz kiszamoldsara mdsik mddszer a Gauss-eliminécio.

Matrix sajatértéke, sajatvektora

Egy n x n-es A matrix sajatértéke A € R, ha van olyan v € R"™ nemnulla vektor, hogy Av = X - v.
Ekkor a v-t a A-hoz tartozé sajatvektornak nevezziik.

Diagonalis matrix

Egy négyzetes matrixot diagonalisnak neveziink, ha a f64tlén kiviil az 6sszes eleme 0.



Diagonalizalhaté matrix
Egy A métrixot diagonalizdlhaténak neveziink, ha létezik olyan invertdlhaté C' métrix, hogy a C~tAC
matrix diagonalis.

Diagonalizalhatésag feltétele
Egy n x n-es matrix pontosan akkor diagonalizalhatd, ha van n darab linearisan fiiggetlen sajatvektora.

Attérés algebrai alakrdl trigonometrikus alakra
A 2z = a + bi komplex szdm trigonometrikus alakja r(cos ¢ + isin ), ahol r = |z| = Va® 4+ b2, és

arctg(%), ha a > 0,
T+ arctg(g), ha a <0,
5 haa=0¢ésb>0,
7 haa=0¢ésb<0.

Komplex szamok n-edik hatvanya
A z = r(cos ¢ + isin ) komplex szam n-edik hatvanya: z" = r™(cos(ny) + isin(nyp)).

Komplex szamok n-edik gyokének meghatarozasa
A z = r(cos ¢ + isin p) komplex szdm n-edik gyokei a

2k 2k
2y = Ur (cos <gp—i—n7r) + ¢sin (gﬁnﬂ))

komplex szamok k£ =0,1,...,n — l-re.

Algebra alaptétele
Egy polinomnak a komplex szdmok korében mindig van gydke.

Valés szamsorozat
Minden n € N természetes szamhoz hozzarendeliink egy a,, valés szdmot.

Valés szamsorozat véges hatarértéke
Az (ay) sorozat hatérértéke az A € R szdm, ha minden € > 0-hoz létezik N € N kiisz6bindex, hogy
n > N esetén |a, — A| < e. Jelolés: lim a, = A.

n—oo

Valo6s szamsorozat végtelen hatarértéke
Ha az (ay,) sorozathoz minden K € R szdmhoz létezik N € N kiisz6bindex, hogy n > N esetén K < ay,
akkor az (a,) sorozat a végtelenbe tart, ezt igy jeloljik: lim a, = +oo.

n—oo

Valés szamsorozat minusz végtelen hatarértéke
Ha az (ay,) sorozathoz minden K € R szamhoz létezik N € N kiiszobindex, hogy n > N esetén a,, < K,
akkor az (a,) sorozat a minusz végtelenbe tart, ezt igy jeldljik: li_)m an = —00.

n oo

Numerikus sor
Tetsz6leges (ap) sorozatbdl képezett a; + az + -+ - + a, + ... formadlis Osszeget (numerikus) sornak
neveziink, melyet altaldban > > | a, alakban frunk.

Numerikus sor konvergenciaja
Egy > > | ay sort konvergensnek mondunk, ha az S, = > _)_, aj részletGsszegsorozat konvergens.

Leibniz-sor
Olyan > 7, a, sor, melyben az a, tagok véltakozo eldjeliiek, abszolit értékben monoton csokkennek
és 0-hoz tartanak.

Leibniz-sorok konvergenciaja
Minden Leibniz-sor konvergens.

Hibabecslés Leibniz-soroknal
A > | an Leibniz-sorra és tetszéleges N € N-re

00 N
D= an
n=1 n=1

< lan41]-
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Harmonikus és hiperharmonikus sorok konvergenciaja
00 1
A Y 7, —5 sor pontosan akkor konvergens, ha 1 < a.

Majorans kritérium
Ha az (a,) és (by,) szamsorozatokhoz taldlhaté olyan N € N, hogy n > N esetén 0 < a,, < b, és a
> o2, by, sor konvergens, akkor a > >° | a, sor is konvergens.

Minorans kritérium
Ha az (ay) és (bn) szamsorozatokhoz taldlhaté olyan N € N, hogy n > N esetén 0 < a,, < by, és a
>0 | ap sor divergens, akkor a > o7 by, sor is divergens.

Gyokkritérium

A pozitiv tagu Zn 1 @n, sor konvergens, ha lim,_,, {/a, < 1, és divergens, ha lim,,_,o, {/a, > 1.

Hanyados kritérium
A pozitiv tagd >.°° | a, sor konvergens, ha lim,,_,o, “2 < 1, és divergens, ha lim, Z“ > 1.

n=1

Hatvanysor
A D> an(x — x0)™ alaki sort zg kézépponti hatvinysornak mondjuk.

Konvergenciatartomany
Egy > 0° an(x — x0)™ hatvdnysor konvergenciatartomanyénak azt a halmazt nevezziik, melynek
elemeire a Y | an(x — x)"™ sor konvergens.

Cauchy—Hadamard-tétel
3 . . _ 1 . n _ _
A Y "> an(z —a)™ hatvédnysor konvergenciasugara: r = W Ha nl;rgo Y/|an| = 0, akkor r = oo,
mig ha lim {/|a,| = oo, akkor r = 0.
n—o0
A hatvénysor az (a —r, a+r) intervallumban konvergens, az [a—r, a+r] intervallumon kiviil divergens.

A hatvanysorok tagonkénti derivalasara vonatkozoé tétel

Az f(x) =>,° ,a,a™ hatvanysor konvergencia intervallumanak belsejében a tagonkénti derivéldssal
kapott >-°° | na,xz™ ! hatvénysor is konvergens, és egyenld f’(z)-szel.

A hatvanysorok tagonkénti integralasara vonatkozo tétel

Az f(z) =Y, a,x™ hatvénysor konvergencia intervallumanak belsé részintervallumaiban tagonként

integrdlhaté, azaz ff flx)dz = Y02 ) 220 [a™ % ha a és b a konvergenciaintervallum belsejébe esik.

Taylor-sor
Az f: R — R fiiggvény zy € R koriili Taylor-sora a kdvetkez6 hatvanysor:

f/l (1,0)

5 (x —x0)>+....

0 ¢(n)(p
> fn(!O)(x —x0)" = f(zo) + f'(w0)(z — x0) +

Taylor-polinom
Az f: R — R fiiggvény zg € R koriili N-edfokd Taylor-polinomja a kovetkez6 polinom:

"(z0)
2

F) (o)

N
N! '

(x —x0)> 4+ + (x — x0)

N pn) (o
S L0 ) = fao) + £ o) +
=0

Parcialis derivalt
Az f: Dy — R, Dy C R™ fiiggvény az a = (ai1,...,a,) € Dy pontban x; szerint parcidlisan de-

rivdlhat6, ha az egyvaltozdés x; — f(a1,...,ai—1,%;, Qit1,...,0n) fliggvény az a; helyen differen-
cidlhaté. A

lim fi(wi) — fi(as)

T;—a; T; — Q;

dlfferenmalhanyadost az { fliggvény x; szerinti parcialis derivaltjanak nevezzik.
Jelolése: f, (a a) vagy L am



Iranymenti derivalt
Az f: Dy — R, Dy C R" fiiggvény Py € Dy pontbeli e € R™ iranymenti derivaltjan (je| =1) a

o L) = F(R).

PPy ‘ﬁ‘

hatarértéket értjiik, ahol P gy tart a FPy-hoz, hogy a Poﬁ vektor az e-vel parhuzamos és egyenlo
allasd. A hatarértéket igy is felirhatjuk:

f(Py +te) — f(Py)

lim
t—0+ t
Jelslés: fL(Py) vagy 2L1T0).
Gradiens
Ha az n valtozés f(x1,x2,...,2z,) fiiggvénynek valamely Py € R™ pontban mindegyik parcidlis de-

rivéaltja létezik, akkor az f fliggvény Py-beli gradiensén a Py-beli parcialis derivaltakbdl allé n dimenzids
vektort értjiik: gradf(Po) = (f;, (Po), fo,(Po),-- -, fa, (Po)).

Jacobi-matrix

Ha f: R" — R™ fiiggvény minden komponensének mindegyik parcidlis derivaltja létezik valamely
P € R” pontban, akkor az f fliggvény P-beli Jacobi-matrixdn a komponens fiiggvények parcialis
derivaltjaibdl allé6 matrixok értjik: az i-edik soranak a j-edik eleme az i-edik komponens fiiggvény
j-edik valtozdja szerinti parcialis derivaltja.

Tobbvaltozdés valds fiiggvény differencidlhatésaga
Az f: R" — R™ tobbvaltozds valds fliggvényrdl akkor mondjuk, hogy az xo € R™ pontban differen-
cidlhaté, ha minden véltozdja szerint parcidlisan derivalhaté xg-ban és teljesiil az

f(x) = f(x0) + A(x — x0) 4 &(x — %)
egyenldség, ahol A az f Jacobi-métrixa x¢-ban és x — x esetén £(x — xg) — 0.

Tobbvaltozés fiiggvény lokalis minimuma
Az f: R™ — R tobbvaltozods fiiggvénynek az xg € R™ pontban lokalis minimuma van, ha az xg pontnak
van olyan D kornyezete, hogy f(xg) < f(x) minden x € D esetén.

Tobbvaltozos fiiggvény lokalis maximuma
Az f: R™ — R t6bbvaltozos fliggvénynek az xg € R™ pontban lokalis maximuma van, ha az xg pontnak
van olyan D kornyezete, hogy f(xo) > f(x) minden x € D esetén.

Kétvaltozos fiiggvény lokalis szélsGértékeire vonatkozoé sziikséges feltétel
Ha a kétvaltozods valds fliggvénynek valamely pontban szélséértéke van, akkor abban a pontban 1étez6
parcialis derivaltjai 0-k.

Kétvaltozés fiiggvény lokadlis szélsGértékeire vonatkozé elégséges feltétel
Ha az (x0,yo) pont valamely kornyezetében az f(z,y) fliggvény masodik parcidlis derivaltjai léteznek
és folytonosak, tovabba

fe(@o,90) = fy(@o,0) =0 és  fu (w0, 40)fpy(x0,50) — (fry (20, 0))* > O,
akkor az f(z,y) fiiggvénynek szélséértéke van az (xo,yo) pontban. Ez a szélséérték minimum, ha

12 (z0,y0) > 0, és maximum, ha f (zo,y0) < 0.

Kétvaltozos fiiggvény nyeregpontra vonatkozé elégséges feltétel
Ha az (xg,yo) pont valamely kornyezetében az f(x,y) fliggvény masodik parcidlis derivaltjai léteznek
és folytonosak, tovabba

1! 1 1

fa,:('r(]ay[)) = f;('r(]ay()) =0 és f:v:r('r()ay())fyy(x()?y(]) - (fzy($07y0))2 < 07

akkor az f(z,y) fliggvénynek nincs szélséértéke az (g, yp) pontban (nyeregpont).



Kett6s integral transzformacidjara vonatkozo tétel

Legyen f(z,y) a sikbeli V' tartomanyon integrélhaté fliggvény. Ha = = z(u,v) és y = y(u,v) az
u és a v szerint parcidlisan derivalhat6 olyan fliggvények, amelyek a V' tartomany pontjai és az
(u,v) szampérok bizonyos W halmaza kozott (az z,y legfeljebb véges szamu értékének kivételével)
kolcsonosen egyértelmii megfeleltetést létesitenek, akkor

//V f(z,y)dedy = //W f(x(u,v),y(u,v)) ‘ggz:i;‘ dudv,

ahol a Jacobi-determinédns

A(z,y) ‘gi ‘%‘
%

B
v

Harmas integral transzformacidjara vonatkozé tétel

Legyen f(z,y,z) a térbeli V tartomanyon integralhat6 fiiggvény. Az © = x(u,v,w), y = y(u,v,w) és
z = z(u,v,w) az u,v és a w szerint parcidlisan derivdlhaté olyan fiiggvények, amelyek a V' tartomédny
pontjai és az (u,v,w) szamharmasok bizonyos W halmaza kozott (az x,y, z legfeljebb véges szdmu
értékének kivételével) kolesonosen egyértelmii megfeleltetést létesitenek. Ekkor az f fiiggvény harmas
integralja kifejezhetd a kovetkezSképpen

///Vf(w,y,z)dxdydz:///Wf(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w))‘m du do du,

ahol a Jacobi-determinéans

dz Odz Oz
Owy2) |35 8y &
A(u, v, w) Ju Gv g
ou v Ow

Tomegkozéppont kiszamitasa

A térbeli V' tartomdany témegkdzéppontja (%, %, %), ahol

m:///vg(a:,y,z)dxdydz

mx—///v:cg(x,y,z)dxdydz
my:///vyg(a:,y,z)dxdydz
m, = ///V zo(z,y,z) dedy dz,

ahol o(z,y, z) jeloli a siirtiségfliggvényt.



