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7. gyakorlat megoldasai

Sorozatok, numerikus sorok

Allapitsuk meg a sorozatok hatarértékét.

(a) W;—fg_l (b) /n 13, () VnF1—m,
vn2+1—n 3n—1\*"
RS e o (5i72)

(a) A tortet n-nel egyszertisitve:

5n2—3n—1_5n—3—%_>oo—3—|—0_
n+3 143 1+0

(b) A rendér-elvet fogjuk haszndlni, amihez alulrél és feliilrél becsiiliink:

Yn < Yn+3 < V2n
\ 1
1 1,
mert V2n = V2n —1-1=1. fgy a rendorelv szerint vn + 3 — 1.
(c) Gyoktelenitiink:

_ vn+l4+yn  n+l-n 1
\/TL—H_\/__(\/TZ—H_\/E)\/R—Fl—f—\/ﬁ_\/n-f-l-i-\/ﬁ_\/n-i-l‘l—\/ﬁ_)

(d) A szamlaldt és a nevezot is gyoktelenitjiik:

TL2 7,”(2 1
\/n2+1—n_\/%+n_\/n+1+\/ﬁ_ L+5+ V1 2

— — = 0.
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(e) A tortet 3n-nel egyszeriisitve, majd felhasznalva, hogy <1 + g) — e
n

1\7"\ 2
n _3 2
3 — 1\ [1—\? <1+73> . e »
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Irja fel az alabbi sorok részletosszeg-sorozatat, konvergensek-e ezek a soroza-
tok? Ha igen, akkor mi lesz a sor Osszege?

W (3) Bpprasis

(a) A részletosszeg-sorozat:

N n 2 N 1\N+1
1 1 1 1 1—(z% 1 3
SN:E (g) :1+§—|—<§> ++<§> = 1(_3) —)1_ :57

1 1
n=0 3 3
n f , . 3
mert ¢" — 0, ha |¢| < 1. Igy a sor konvergens, és az Gsszege 5
(b) Az (a) részhez hasonléan beldthatd, hogy |g| < 1 esetén
n=0 1- q
tetszoleges a € R szamra, igy
0 92n—1 4 3n OO 92n—1 > 3n 0 (22)n .91 OO 3n
Z G+l :Z6n+1+26n+1zz 6" - 6 +26"-6:
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

A\ &K1\ & § T
—nzoﬁ@ +n2206<6> =TIt

Dontse el, hogy az alabbi sorok Leibniz tipustiak-e. Abszolut konvergensek a
sorok?

@y L ) 31

n=1 n=1

A Z a, sor pontosan akkor Leibniz-sor, ha teljesiil az alabbi harom feltétel:

n=1

— a, alternélé (valtakozo eléjelil),
— a, — 0 (nullsorozat),

— |a,| monoton cstkken.

(a) Itt mindhérom feltétel teljesiil, tehat ez Leibniz-sor, igy konvergens.
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Az abszolit konvergenciahoz a E |a,,| sor konvergencigjat kell vizsgalni, azaz

n=1

= 1 = 1
=L =l

= |(=1)"
2|

n=1

ami divergens, mert tudjuk, hogy a E — sor pontosan akkor konvergens, ha
n
n=1

a> 1. fgy a sor nem abszolut konvergens.

(b) Vildgos, hogy alternald (felhasznaljuk, hogy > 0), a hatarérték:

n?+1

no 1 _)1_0
n?+1 n+l oo 7

A monotonitéshoz az |a,| és az |a,.1|-et kell dsszehasonlitani:

n n+1l  nn*4+2n+2)—(n+1)(n*+1)
n2+1 (n+1)24+1 (n2 +1)(n% + 2n +2)
nd+2n?+2n — (n®+n?+n+1) n?+n—1

(n?+1)(n? +2n +2) (n?+1)(n?+2n+2) " 7

|an] = lant1| =

azaz |a,| > |an+1|, ami azt jelenti, hogy az |a,| sorozat monoton csokken. (A
monotonitast jelen esetben egyszertibben is lathattuk volna, ha a tortet n-nel
egyszertisitjik).

Tehat ez is egy Leibniz-sor, és igy konvergens.

Az abszolut konvergencidhoz a

= N | = n
; (=1) n2+1’_;n2+1

sort kell vizsgalni. Mivel

n_.n 1
n2+1 = 2n2 2n’
o0 o0 n
és a g — sor divergens, igy a minorans kritérium szerint a 5 Sor is
- 2n “n® + 1
- —

n=
divergens. Tehét az eredeti sor nem abszolut konvergens.
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Dontse el, hogy az aldbbi sorok konvergensek, abszolut konvergensek vagy
divergensek.

5
WK
3|

2 % 7D
(c) i;éz;, (d) ;(—m (ZLD .

(a) A faktoridlis miatt a hanyados kritériummal érdemes prébalkozni:

1
n (n+1)! : ! _ ! _ 1
limaH:lim (Tl)!:hm n :hmn—:hm =0<1,

igy a sor konvergens. Mivel pozitiv tagu, igy abszolut konvergens is.

1 1 11 1 1
b) Mivel > = ——,ésa — — sor divergens, i
(b) \/n(n+1) ~ Vn-2n \/§n ﬂ;n & &Y

oo
a minorans kritérium szerint a E \/7 sor is divergens. Igy nem is
n(n +

abszolut konvergens.

(c) Ez is egy Leibniz-sor, mert a logaritmus fliggvény monoton né (és In(n) > 0,
ha n > 2). Az abszout konvergencidhoz a

—1)” =1
) :Zln(n)

In(n) —~

e}

1 1 1
sort vizsgaljuk. Az In(n) < n egyenl6tlenségbdl > —. Mivel a Z — sor
In(n) — n n

[e.e]

divergens, igy a minorans kritérium szerint a E
— In(n)

sor is divergens, azaz

00 _1)

a ; (ln (72 sor nem abszolit konvergens.

(d) Egy Z a, sor konvergencidjanak sziikséges feltétele, hogy a, — 0, illetve
n=1

la,| — 0. Ellendrizziik:

n+1\" 14+ 4\" e 3
n: = n %—: - 0’
janl <n+4) (1+%) et © 7

igy a sor divergens (és nem abszolit konvergens).




