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3. gyakorlat megoldasai

Linearisan osszefuggo és
fuggetlen vektorrendszerek. Alterek

Dontse el, hogy a kovetkezé R3-beli vektorok linedrisan fiiggetlenek-e vagy
nem:

2 -1 1 1 1 2
(a) | =31, 21, 0[; (b) [0, 2], |2
3 -3 -3 2 1 4
A vy, vo,..., v, vektorok pontosan akkor linearisan fiiggetlenek, ha a A\;vy +
AoVo + -+ -+ A v = 0 egyenloséghdl kovetkezik, hogy A\ = Ay =--- = A\ = 0.
(a) A
2 -1 1 0
A =3+ X 21 4+ A3 0[=10
3 -3 -3 0

pontosan azt jelenti, hogy

2/\1—/\2+/\3:0
—3A1 +2X +0A3 =0
3M —3X —3X3 =0

A masodik egyenletbol Ay = %Al, melyet a méasik kettd egyenletbe {rva azt
kapjuk, hogy

3
2)\1—5)\1+/\3:0

3)\1—3'g>\1—3)\3:0,

azaz

1

-\ Ay =
21+3 0
3
——A — 33 =0.
5™ 3A3 =0

A miésodik egyenlet az elsé (—3)-szorosa, tehat ez tulajdonképpen csak egy
egyenlet. Ennek egy (nemnulla) megoldasa példaul a \; = 2, A3 = —1. Ekkor
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Ay = %)\1 = 3. Ellenorizhetd, hogy ez az eredeti egyenletrendszer megoldasa
is, azaz

2 —1 1 0
213 +3 2| — 0l =101,
3 -3 -3 0

mely mutatja, hogy ezen vektorok nem linearisan fiiggetlenek, azaz linearisan
osszefiiggoek.

(b) A
1 1 2 0
2 1 4 0

pontosan azt jelenti, hogy

>\1+)\2+2)\3:O
2)\2+2)\3:O
2/\1+>\2+4)\3:O

A harmadik egyenletbdl az els6 egyenlet kétszeresét kivonva kapjuk, hogy
—Xy = 0, azaz Ay = 0. Ekkor a méasodik egyenletbdl 2A3 = 0, azaz A3 = 0.
Ekkor az els6 egyenletet felhasznalva kapjuk, hogy A\; = 0. Tehat (1)-bél
kovetkezik, hogy Ay = Ay = A3 = 0, ami azt jelenti, hogy ezen vektorok
linearisan fiiggetlenek.

Tekintsiik az R3 tér
a:= (1,3, 4), b:=(2,7,2), c:=(-1,21)

vektorait. Dontse el, hogy az x := (—3, 1, —2) vektor benne van-e a vektorok
altal generédlt — az (a, b, ¢) szimbélummal jel6lt — altérben.

Az x vektor pontosan akkor van benne az a, b, c altal generalt altérben, ha
a linedris kombindciéjukkal felirhatd, azaz léteznek «, 3,y valds szamok, hogy
aa + b+ yc = x, azaz

1 2 —1 -3
al|3|+08 |7 +y]| 2| = 1
4 2 1 —2

Ez a kovetkez6 egyenletrendszert adja:
a+2—v=-3
3a+T78+2y=1
da+ 20 +v= -2
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A maésodik egyenletbdl az els6 haromszorosat, és a harmadik egyenletbol az
els6 négyszeresét kivonva kapjuk, hogy

B+5y =10
—64 + 5y = 10.

A két egyenlet kiilonbsége 75 = 0, amibol 5 = 0. fgy 5y = 10, azaz v = 2.
Az eredeti els6 egyenletbdl kapjuk, hogy a = =3 =280+~ = -3+2 = —1.
Tehat —a + Ob + 2¢c = x, azaz az x vektor benne van az a, b, c altal generalt
altérben.

Matrixok

Az alabbi matrixok koziil melyeket tudjuk Gsszeszorozni? Szamitsa ki néhany
szorzas eredményét! Irjuk fel a métrixok transzpondltjat is!

2 2
3 1 2 1 4
O A A N B

O =

—1

Az mq X ki-es és az mg X ko-as matrixokat pontosan akkor tudjuk 6sszeszorozni,
ha ki = mo. Mivel az A matrix 2 X 2-es, a B 3 X 2-es, a C 2 x 3-as, és a D
3 x 1-es, igy az AC, BA, BC, CB, CD szorzatok értelmesek. Ezek erdeménye
(ha nem szamoltam el):

ac- [T, % 8] ma-|oi 0| me- > 0
-9 -1 1 -1 -10
CB:[_B2 i] CD:m.
A matrixok transzponaltjai:
O B P e Lol prepe 1)
1 0|’ 2 2 31 4 9 ’ '



