12. gyakorlat megoldasai
Kettos integralok

F1. Szamitsuk ki az alabbi kétvaltozos fiiggvények integraljat a megadott tar-
tomanyon.

(a) f(z,y) = 20" + 30y +4y%, 1<2<2,0<y<3
(b) f(z,y) =xe¥, y=2a%ésy=x+ 2 kozdtt

(c) f(x,y) =y, y==x,y=3—xésaz z-tengely kozotti haromszogon
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(b) Az y = 2” és az y = x + 2 meszéspontjainak z koordindtdira z* = x + 2,
amibOl z1 = —1 és 9 = 2. Az x valtoz6 e két hatar kozott mozog, mig adott
x esetén az y valtozé az x° és x + 2 kozott valtozik (ezen z-ekre z° < x + 2):
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(c) Kétféleképpen is szamolhatunk. Az x véltoz6 0 és 3 kozott vesz fel értékeket,
és adott z-re az y valtozo 0 és x, illetve 0 és 3 —x kozott valtozik attol fliggden,
hogy = masfélnél kisebb vagy nagyobb. Ennek megfeleléen kettobontjuk az

. e s qepes . 3, 3
integralt, és kiilon vesszik az x € |0, 3 ésaz x € [5, 3] esetet:
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A masik lehet6ség, hogy el6szor az x szerint integralunk, azaz y befutja a

3
{O, 51 intervallumot, és egy adott y-ra az x véltozé y-tdl (3 — y)-ig fut:
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F2. Cseréljiik fel az integrélas sorrendjét, és szamoljuk ki az alabbi integralokat.

8 2 )

a)//y4+1dyd$
0 Yz
11

b)//ysinazzdxdy
0 42

M2. (a) Az integralds sorendjének megcserélésekor meg kell gondolni, hogy ho-
gyan valtoznak az integralasi hatarok. Ehhez célszerti abrazolni, hogy hol in-
tegralunk pontosan (az integralandé fliggvény ebben a lépésben nem érdekes).
Azért cseréljik meg az integralas sorrendjét, mert igy sokkal egyszeriibben

kiszamolhaté integralokat kapunk.
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(b) Hasonléan az (a) feladathoz:
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F3.

Ma3.

Polarkoordinatak segitségével szamoljuk ki az alabbi integralokat a megadott
tartomanyon.

a)//fr?’yd(%y) A={(z,y)|2>+y* <4, 0<z, 0<y}
b [[# 4wy A= {12+ <902y v <)

Attériink polarkoordinatékra, azaz az x és az y koordinatak helyett az origotol
valé tavolsdgot (r) és a helyvektor x-tengellyel bezéart szogét () hasznédljuk
(mint ahogy a komplex szdmok trigonometrikus alakjanal). Ekkor

T =T COS P, Y = rsinp.
Meg kell gondolni, hogy az adott A tartomanyt hogyan jellemezhetjiik a polér-
koordinatak segitségével (segit, ha lerajzoljuk az A tartomanyt). Ha az in-

tegralasnal attériink a polarkoordindtakra, akkor az integralban megjelenik
egy r szorzo (attérés Jacobi-determindnsa) is.

(a) Ebben az esetben 0 <r <2és0 < ¢ < g, igy az integral:
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(b) Ebben az esetben 1 <r <3 és — < ¢ <, igy az integral:
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