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11. gyakorlat megoldasai
Lokalis széls6értékek

Hatarozza meg az alabbi kétvaltozos fliggvények lokélis szélséértékeit!
(a) f(z,y) =42 + 22y + 5y° + 2,

(b) f(z,y) =y' — 3y + 2y + 2zy,
zy 1 1

(c) f(x,y)=2—7—l—5+§,

(d) flz,y) =2+2x+2y — 2> —ev.
(a) El6szor kiszamoljuk a fliggvény elsérendil parcidlis derivéltjait:

falz,y) =8z + 2y
fo(x,y) = 22 + 10y

Y

A kovetkezd 16pés, hogy megkeressiik azokat a pontokat (staciondrius pontok),
ahol mindkét parcialis derivalt nulla:

8r +2y =0
204+ 10y =0

Az els6bdl y = —4x, melyet a masodik helyettesitve —38x = 0, azaz z = 0,
amibél y = 0. (Hivatkozhattunk volna arra is, hogy ez egy homogén linedris
egyenletrendszer, melynek az egyiitthatomatrixanak a determinéansa nem nul-
la, igy csak az azonosan 0 a megoldds.) Tehét egyetlen staciondrius pont van,
a (0,0). Még meg kell nézni, hogy ez valéban lokalis szélséérték-e, amihez a
Hesse-féle determinanst kell felirni a masodrendii parcialis derivaltakbol.

fg/clx<x7y) =
foy(@,y) =2
fyy(zy) =10

Ebbdl a Hesse-féle determinans:

Faw (@, 0) oy (@ y) = (f2, (2, 9))* = 8- 10 — 22 = 76,

ami minden pontban pozitiv, igy a (0,0) valéban lokalis szélséérték, és mivel
fr (x,y) = 8 pozitiv, {gy lokdlis minimum. A lokélis minimum értéke: f(0,0) =

2.



(b) Ugyanazokat a lépéseket kell megesindlnunk, mint az (a) feladatban:

folz,y) =22y + 2y
f;(x,y) = 4y® -3+ 2%+ 2

A stacionarius pontok a kovetkezd egyenleteket kielégité pontok:

20y + 2y =0
4y =34+ 22 +20=0

Az els6 egyenletet szorzattd alakithatjuk: 2y(z 4+ 1) = 0, amibél y = 0 vagy
z = —1. Az y = 0 esetben a mésodik egyenlet —3 + 2> + 22 = 0, aminek a két
gyoke 1 és —3. Az x = —1 esetben a mésodik egyenlet 4y®> —3 +1 —2 = 0,
azaz y° = 1, azaz y = 1. Tehdt harom stacionarius pont van: (1,0), (—3,0) és
(—1,1). A Hesse-determindnshoz a masodrendii parcidlis derivéltak:

fee(y) =2y
fr(x,y) =2z + 2

ry
fo(x,y) = 12

Ebbdl a Hesse-determinéns:

f;’m(x,y)f;;(:c,y) - (fa/:/y<x7y))2 = 2y ' 123/2 - (2]7 + 2>2 = 243/3 - (237 + 2)2

Minden stacionarius pontra kiszamoljuk ezt:

Az (1,0) pontban: 24 - 0 — (2 + 2)* = —16, ami negativ, tehat ez nem lokdlis
széls6érték (nyeregpont).

A (—3,0) pontban: 24 -0 — (2 - (=3) 4+ 2)* = —16, ami negativ, tehit ez sem
lokélis széls6érték (nyeregpont).

A (—1,1) pontban: 24 - 1* — (2 - (=1) + 2)® = 24, ami pozitiv, igy ez lokalis
sz@lséérték. Mivel f7 (—1,1) = 2, ami pozitiv, ez lokalis minimum. A lokélis
minimum értéke: f(—1,1)=1-3+1—-2= —-3.

(c) Az elsérendil parcialis derivéltak:

o)=L L
fx(xv y) _ 27 I2
, I 1
folz,y) = 7
A stacionarius pontok egyenlete:
y 1
27 a2
x o
27 42



Ezekbdl a2y = 27 és xy? = 27, melyeket Gsszeszorozva a3y = 272 = 3% Ebbdl
ry = 3% = 9. Ekkor

2 27 227

Ty 9 Ty 9

Tehat egyetlen stacionarius pont van, a (3, 3).

2
1" .
f/l (ZE y) — i
YR 27

2
foy(T,y) = 7

A Hesse-determinans:
2 2 1\? 4 1
o) fr(zy) — (fo,(z,9) = == — <_> o

Ez a (3, 3) pontban:

4 1 4-1 3
33.3% 212 272 27%
2
ami pozitiv, {gy ez lokdlis szélséérték. Mivel fr (3,3) = 3 ami pozitiv, ez
lokalis minimum. A lokélis minimum értéke:
3-3 1 1
3,3)=—+-+-=1.

(d) Az els6rendii parcialis derivaltak:

f;<$’y> =2-2z
f;;(xay) =2-¢

A stacionarius pontok egyenlete:

2—2x=0
2—eY=0

Ezekb6l x = 1, és y = In 2. Tehat az egyetlen stacionérius pont az (1,1n 2).

fglc,x(x7y) =—2
fay(@,y) =0
fg;/y(xay) =—¢’
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A Hesse-determinans:

falnlx(xvy)fg///y(xvy) - (f:::ly(xvy))Q = (_2) ' (_ey) - 02 = 2€y7

ami az (1,1n2) pontban 2-2 = 4, ami pozitiv. Mivel f (1,In2) = —2 negativ,
igy ez lokélis maximum. A lokélis maximum értéke:

f(1,In2)=2+2+2mm2—-1-2=1+2In2.

Egy V = 4,5 dm?® térfogatii téglatest alaki dobozt hosszaban egyszer, kereszt-
ben pedig kétszer atkotiink egy zsineggel. Mekkora legyen a csomag szélessége,
hossza és magassaga, hogy a legkevesebb zsineget kelljen felhasznalni?

Legyen a téglatest oldalhosszai a, b, ¢ (deciméterben mérve). Ekkor a térfogat

abc = 4,5, amibél ¢ = ——. Ha a a leghosszabb oldal, akkor ha hosszdban

a
kotjiik 4t a csomagot, akkor annak a hossza 2(a + b), és ha keresztben, akkor
2(b+ ¢). Mivel keresztben kétszer kotjik at, igy Osszesen

2(a+b)+2-2(b+c) =2a+6b+ 4c

4,5
zsineg sziikséges. Felhasznalva, hogy ¢ = ’—b, a
a

4,5 18

fla,b) =2a+6b+4c=2a+6b+4 - — =2a+6b+ —

ab ab
fliggvényt kell minimalizélni. Ezt az eddigi mddszerrel tehetjiikk meg (annyi
kiilénbséggel, hogy most a véltozdkat a, b-vel jeloljiik). Az elsérenddi parcidlis

derivaltak:

18
"(a,b) =2 — —
fa(a’a ) a2b
18
fola,b) =6 — 2
A stacionarius pontok egyenlete:

18
2——=0
a’b
18
6— — =0
ab?

Ezekbél a?b = 9 és ab® = 3. Ekkor a®b® = 27, amibél ab = v/27 = 3. Teh4t

2h b 4
a:a_:g:3’ b—a §:17 C:7_5:§
ab 2

= — = :1
ab 3 ab 3 9
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A masodrendii parcialis derivaltak a Hesse-determinanshoz:

36
1 b _
faa(a7 ) agb
18
fup(a,b) = T
36
w(a,b) = pE

A Hesse-determinans:

36 36 18 \?  36% —18?
atb  ab? a2b?)  atbtt

fra(a. D) fip(a,0) = (f23(a,0))? =

ami pozitiv (mivel a, b pozitiv). Mivel I (3,1) is pozitiv, {gy ez lokdlis mini-
mum. Tehdt tényleg ezen adatokhoz tartozé csomaghoz kell a leheto legkeve-
sebb zsineg.

Feliil nyitott, téglatest alakii dobozt készitiink, melynek térfogata 1 m®. Mek-
kora legyen éleinek hosszisaga, hogy elkészitéséhez a lehet6 legkevesebb anya-
got hasznéljuk fel?

Jelolje a téglatest oldalait a, b, c méterben mérve. fgy a térfogat abc = 1, amibdl

¢ = —. Ha a ¢ a magassag, akkor az alaplap teriilete ab, mig az oldallapoké

a
ac, illetve be. Mivel két-két ugyanolyan oldallap van, igy a felhasznélt anyag:

1 1 2 2
f(a,b) = ab+ 2ac + 2bc = ab+ 2a— + 2b— =ab+ — + —
ab ab b a

Ennek elsérendii parcidlis derivéltjai:

, 2
fa(a, b) = b— ?
, 2
fila,b) =a— »

A stacionarius pontok egyenlete:

2
(Z—b—220

Ezekbél a%b = 2, és ab® = 2. Ekkor a®b? = 4, amibdl ab = V4 = 23. Tehat

I
™
wiN



A masodrendii parcialis derivaltak a Hesse-determinanshoz:

4
fa?zz(aa b) - 5

f(/z/b<a7 b) = 1
4
I%)(a’ b) = E
A Hesse-determindns:

S (@) fly(anb) — (fy(ab))? = == 1,

a3 b3

4
ami a (\3/5, \3/§> pontban 3 > 0. Mivel f” (V/2,vV2) = T = 2 is pozitiv,
igy ez lokalis minimum. Tehat tényleg ezen adatokhoz tartozé téglatesthez kell
a lehet6 legkevesebb anyag.



