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10. gyakorlat megoldasai
Iranymenti derivalt, lancszabaly

Szamitsa ki az alabbi kétvaltozds fliggvények irdnymenti derivaltjat az adott
pontban.

(a) f($7y) :2$2—3$y+y2+15 P<372>a V:(27_4)

(b) f(z,y) =tg(2x +y) P (% g) .= 225°

(a) El6szor kiszamoljuk a parcidlis derivaltakat:
folz,y) =4z — 3y
fo(w,y) = =3z + 2y
Ezek értéke a P(3,2) pontban: f;(3,2) = 12—6 =6 és f,(3,2) = —9+4 = —5.
gy a fliggvény gradiense a P-ben: grad f(P) = (6, —5). A v vektor irdnya:
% (2,—4) (2,—4) 1 2
TN VZ (a4 v (ﬁ_ﬁ)

Az irdnymenti derivalt értéke a gradiens és az iranyvektor skalaris szorzata:

1 2 6 10 16
L(P) = (gradf(P),e :<6,—5,<—,——)>:——|——:—
fe(P) = (gradf(P),e) = { (6,=5) VAR Y ET
(b) El6szor kiszamoljuk a parcialis derivaltakat:
1
!
- .9
1
/ —_—
fy(xay) - COS2(23L’ +y)

2 1 z
Ezek értéke a P pontban: f,(P) = 8 és f,(P) = 4, mivel cos (g) =5 gy

a fiiggvény gradiense a P-ben: gradf(P) = (8,4). Ebben az esetben vektor
helyett szoggel adjuk meg az iranyt. Ez azt jelenti, hogy az iranyvektor ezt a
szoget zarja be az x tengellyel, azaz az iranyvektor:

1 1
e = (cos225° 8in 225°) = <__’ _
V2 \/5)

Az irdnymenti derivalt értéke ebben az esetben is a gradiens és az iranyvektor
skalaris szorzata:

P) = {gradf(P)¢) = {80, (~ 5, =05 ) ) = =S = =12~ —ova
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Legyen f(x,y) = /22 — 4y. Szémitsuk ki a P(4,3) pontban az irdnymenti
derivalt minimumat és maximumat!

A parcialis derivaltak:

2z z
!/
x’ = =
fo(@,y) N ey
—4 —2
!
I7 = =
fule:y) 2\/x? — 4y  \Jr?—4dy
4 —2
A P pontban az értékiik: f.(4,3) = — = 2¢és f1(4,3) = —= = —1, 1
p f2(4,3) 7 fy(4,3) i gy

a gradiens: gradf(P) = (2,—1). Az irdnymenti derivélt a gradiens irdnyaba
maximalis, azaz

_ogradf(P)  (2,-1)  (2,-1) 2 1

T leadf(P)] 12D VZr (1 (ﬁ_ﬁ>

iranyban. Ekkor az értéke a gradiens hossza, azaz

lgrad f(P)| = [(2, 1) = V22 + (-1)? = V5.

A minimum az ellentétes iranyban van, és ekkor az értéke ennek az ellentettje,

azaz —\/g

3 1
Az f(z,y) = QQZH képlettel megadott feliiletre a <—§, 1) pont folott egy

vizcseppet ejtiink. Merre fog elindulni? Mekkora az adott pontban a maximalis
meredekség?

A vizcsepp nyilvan arra fog elindulni, amerre a leginkabb lejt a feliilet, azaz
amerre a legkisebb az iranymenti derivalt, azaz a gradienssel ellentétes iranyba.
Szamoljuk ki a gradienst! A parcidlis derivaltak kiszamitdasahoz a fiiggvényt

f(z,y) = y*e ?*! alakba frjuk.
folz,y) =yl 71 (=2)
folw,y) = 3yPe 2!
1 , JSIEE . ,
AP = —5,1 pontban az értékiik: f,(P) = —2, illetve f,(P) = 3. Igy

gradf(P) = (-2, 3), a csepp az ezzel ellentétes irdnyba, azaz a (2, —3) irdnyba
fog elindulni. A maximalis meredekség a gradiens irdnyaban van, értéke a
gradiens vektor hossza, ami

(23] = TP - V.
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[rjuk fel az f(x,y,2) = (v +2yz, vz +In2) fiiggvény (4,3, 1) pontbeli Jacobi-
matrixat.

Az f fiiggvény komponensfiiggvényei:

fl(x7y7 Z) = $+2y2
f2(x7y7 Z) = \/E—i—lnz

A Jacobi-matrix ezen fliggvények parcidlis derivaltjaibél all: a sorokban a meg-
fel6 komponens fiiggvények parcidlis derivéltjai, mig az oszlopokban a megfe-
lel6 valtozé szerinti parcialis derivaltak vannak. Példaul a Jacobi-matrix elso
soranak masodik eleme az els6 komponensfiiggvény masodik valtozd szerinti
parcialis derivaltja, azaz f{y(x, y,z) = 2z. fgy a Jacobi-matrix a kovetkezo:

1 2z 2y

1 0 1
2\/x z

Ez a (4,3,1) pontban a kdvetkezo:

1 26
1 0 1l
4

Legyen f(z,y) = 327y, és z(t) = sin(t), y(t) = Int. Hatdrozzuk meg az
f(z(t),y(t)) figgvény derivéltjat a tobbvaltozds lancszabaly segitségével.

Az f fiiggvény Jacobi-méatrixa:
[6xy 3x2]
Mig a t — (z(t),y(t)) = (sin(t),In(t)) fiiggvény (nevezziik g(t)-nek) Jacobi-

matrixa:
cos(t)
1
t

Az f o g Osszetett fliggvény derivaltja a lancszabaly szerint

(fog)(t)=f'(g(t) g'(t),

ahol a - matrixszorzast jelent. Ez azesetiinkben:

cos(t)
(fog)(t)=f'(g(t)) g'(t) = [6sin(t) In(t) 3sin*(t)] [ i ] =
t
3sin?(t)

= 6sin(t) In(t) cos(t) + t




